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RESUMO

Neste trabalho propde-se uma solugdo semianalitica para modelos compartimentais
simples, mais especificamente para o Modelo SIR. A partir do préprio sistema de
equagles diferenciais ordinarias, com uma mudanca de variavel através de um
mapeamento baseado em dominio estendido, busca-se construir um compartilhamento
das trajetorias de solucdes através de uma fungdo campo, gerada por uma equacao
diferencial parcial. Com a utilizacdo do método das caracteristicas obtém-se a solugao
exata dessa equagdo em termos de uma funcao arbitraria cujo argumento esta na forma
integral. Uma vez que a integral resultante ndo tem solugdo exata, uma quadratura
adequada de Newton Cotes € utilizada e reconstroi-se as variaveis originais do sistema
pelas respectivas mudancas de variavel. Simulagdes hipotéticas sdo propostas a fim
de se analisar a plausibilidade e satisfacdo das condi¢@es iniciais, limite e final das
populacdes.

Palavras-chave: Solugdo semianalitica. Modelo SIR. Método das Caracteristicas.
Integracao Numérica.

ABSTRACT

In this work, we propose a semi-analytical solution for Simple Compartmental Models,
more specifically for the SIR Model. From the system of ordinary differential equations
itself, with a change of variable through an extended domain-based mapping, we seek
to build a sharing of solutions paths through a field function, generated by a partial
differential equation. Using the characteristic method, we obtain the exact solution of
this function in terms of an arbitrary function whose argument is in integral form. Since
the resulting integral has no exact solution, a suitable Newton Cotes quadrature is used
and the original system variables are reconstructed by the respective variable changes.
Hypothetical simulations are proposed to analyze the plausibility and satisfaction of
initial, limit, and final conditions of populations.

Keywords: Semi-analytical Solution. SIR model. Characteristics Method. Numerical
Integration.
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1. INTRODUCAO

A imensa necessidade de compreender a proliferacdo de doencas infecciosas do
ponto de vista dindmico fez surgir uma area da ciéncia denominada Epidemiologia
Matematica. Ela propde modelos que possam ajudar a tracar politicas de controle dessas
doencas.

O fator mais importante no estudo de doencas infecciosas esta relacionado com a
melhoria do controle epidémico, de forma a erradica-las o mais rapido possivel. Com isto
surgem os modelos matematicos, ferramentas poderosas nesta abordagem, que nos
permitem otimizar o uso de recursos financeiros ou simplesmente direcionar para medidas
de controle mais eficientes. Na literatura, podemos encontrar diferentes tipos de medidas
de controle que funcionam de modo a reduzir a quantidade média da transmisséo entre
individuos Infecciosos e Suscetiveis. As estratégias de controle sdo utilizadas de diferentes
modos, dependendo sempre de qual tipo de doenca € enfrentada, quem é o hospedeiro e
as caracteristicas de cada regido (KEELING, 2008).

A modelagem matemética em Epidemiologia é feita através do estudo de equacdes
diferenciais que descrevem a interacdo entre a populagédo e o ambiente, resultando numa
analise detalhada a respeito da doenca. A importancia desse estudo se da ao fato de que
guanto mais se conhece a respeito da doenca e o modo como ela se propaga, mais eficazes
sdo os métodos para impedir sua transmissao, e até mesmo o estudo de acdes preventivas,
como por exemplo, o isolamento social.

Um dos modelos mais estudados € o modelo denominado SIR (Suscetivel - Infeccioso
- Recuperado) (KERMACK, 1927). Este modelo nos permite analisar determinadas
caracteristicas dessas doencas infecciosas, tais como: a fase epidémica, o patamar
endémico em que a doenga se encontra e a existéncia de limiares nas taxas de propagacao,
para possibilitar a erradicacdo de doencas infecciosas pela analise dos pontos de equilibrio
do sistema, bem como pela andlise das curvas, tracando estratégias de controle.

Desde entéo, outros estudos de modelagem tém sido aperfeicoados para entender a
dindmica de transmissao temporal de doencas infecciosas causadas por outros virus. Como
exemplo, mais recentemente, podemos citar os diversos modelos propostos para tentar
prever e estimar a propaga¢do do novo Coronavirus tais como (YANG, 2021; DIN, 2021;
TOMOCHI, 2021).

A grande maioria dos trabalhos que resolvem o modelo SIR e suas derivac¢des (SEIR,

SEIQR ou SEIQRD) usam métodos numéricos para resolver o sistema de equacdes
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diferenciais ordinarias resultante. A caracteristica do sistema de equacdes diferenciais
ordinarias desses modelos acoplados € a ndo linearidade e, ao que tudo indica, também
possuem uma caracteristica especial chamada stiffness (ou rigidez), uma vez que as
escalas dos parametros epidemiologicos podem ser bem distintas. Para resolver problemas
de valor inicial rigidos, métodos numeéricos adequados devem ser aplicados de modo que
a solucdo numérica seja estavel e convergente a um custo computacional aceitavel.
Embora o tratamento de problemas rigidos seja bastante frequente, ndo ha uma definigcdo
matematicamente precisa que descreva essa caracteristica. Normalmente, sdo adotados
termos mais praticos com base em experimentos nuUMericos.

Ultimamente, percebe-se um interesse crescente na tarefa de buscar solugdes
analiticas e semianaliticas de problemas lineares e nao lineares por parte da comunidade
cientifica. Além da elegancia matemaética, essas solu¢cdes possuem uma aptidao relevante
para gerar solu¢cdes benchmark para validar resultados de cddigos computacionais. Além
disso, essas propostas de soluc¢des, em certo sentido, eliminam ou pelo menos mitigam a
tarefa mateméatica de avaliacao de erros exigida por métodos numéricos, exceto o erro de
arredondamento. Dentre esses podemos citar os trabalhos voltados a resolucdo de
equacdes diferenciais ordinarias nao lineares e lineares em sistemas de equacdes, tais
como (PETERSEN et al., 2011; TUMELERO et al., 2016; ZANDONA et al., 2020).

Apesar da tentativa, esses métodos ou apresentam uma solucdo pouco ortodoxa ou
parecem excessivamente complicados para aplicacbes em outros modelos e, em alguns
casos, totalmente desnecessarios. Aléem dos métodos anteriormente citados, ha varios
outros sendo continuamente desenvolvidos pela comunidade cientifica, tais como formas
iterativas de resolucdo, utilizando métodos baseados em split, aplicacdo de simetrias,
mapeamentos das equacdes originais em sistemas mais simples, com geracdo de
condi¢cBes auxiliares, bem como tantos outros métodos analiticos (ZWILLINGER, 1992).
Esses podem transformar um sistema de equacdes diferenciais aparentemente insoltvel
em outro cuja solucéo é conhecida ou facilmente obtida. Estas formas de manipulacéo nao
geram obrigatoriamente solucdes gerais para os sistemas de equacdes estudados, porém
0S casos nos quais séo aplicadas podem impor que as solucdes obtidas possam descrever
de forma adequada os fenémenos fisicos, obedecendo as condic¢des iniciais do problema.

Nesse sentido, neste trabalho propde-se a resolu¢cdo do modelo SIR desacoplando a
ndo linearidade através de uma manipulacdo algébrica. Através de um mapeamento
baseado em dominio estendido busca-se construir um compartilhamento das trajetérias de

solucbes através de uma fungdo campo, gerada por uma equacédo diferencial parcial
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(SANTIAGO, 2007). Com a utilizacdo do método das caracteristicas (LOGAN, 2014),
obtém-se a solugéo exata dessa fungdo em dominio estendido em termos de uma funcao
arbitraria cujo argumento esté na forma integral. Uma vez que a integral resultante ndo tem
solucéo exata, uma quadratura adequada de Newton Cotes é utilizada e reconstréi-se as
variaveis originais do sistema pelas respectivas mudancas de variavel.

Assim, o principal objetivo deste trabalho é a busca de uma solugéo semianalitica para
0s modelos compartimentais simples para transmissdo de doencgas infecciosas de facil
aplicacao, desenvolvimento, entendimento e implementacéo, a fim de se obter estimativas
das populacbes, bem como a realizacdo testes para verificar, tanto a capacidade do
modelo, quanto a do método a ser empregado. Além disso, com as simulacdes almejam-
se prever situacdes especificas que sejam plausivelmente aceitas, respeitando as
condic¢@es iniciais e definindo limites de validade do modelo, além de propiciar estudos

avancados e aprimoramentos na solu¢do do modelo SIR.

2. METODOLOGIA

Um dos modelos compartimentais mais simples para estudos em epidemilogia possui
trés compartimentos: Suscetivel, Infeccioso e Recuperado, mais conhecido como modelo
SIR. Individuos Suscetiveis entram em contato com individuos Infecciosos e s&o infectados.
Apo6s algum periodo de tempo, os individuos Infecciosos recuperam-se, deixam de ser
infecciosos e tém imunidade permanente. O processo pode ser descrito como um conjunto
de transicoes.

Grande parte dos modelos propostos para a disseminacdo de epidemias baseiam-se
em uma variacdo do modelo classico SIR. Entdo partindo do referido modelo, sem perda
de generalidade, considerando os parametros epidemioldgicos constantes por janela

epidemioldgica analisada, sem considerar nascimentos e mortes, temos:

ds( __
5 - ASON
di(t)
— =ASOI0-al®), 1)
dR(t) _
com condigdes iniciais dadas por
S(0)=S,, 1(0)=1,, R@O)=0 (2

e populacéo total considerada como
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Nt)=S@t)+I1(t)+R() (3)
onde N é a populagdo total, S representa a classe de individuos Suscetiveis; |
representa a classe de individuos Infecciosos, R representa a classe de individuos

recuperados; S é ataxa de transmissdo da doenca e @ é a taxa de recuperacdo devido
adoenca, S, é a populacéo inicial de Suscetiveis com S, #0, |, é a populacao inicial de
Infecciosos com I, #0. Note que a ndo linearidade deste problema estad nas duas

primeiras equacdes. Ao se conseguir uma solucdo para os Suscetiveis e Infecciosos
encontramos diretamente a solugcdo dos Removidos. Entdo, dividindo a equacédo dos

Infecciosos pelos Suscetiveis temos:

') _ASOIW-al®) _ _, «a

S0 -ASOI 0 @
ou seja,
1'(t) =| -1+ —=— |S(t
) ( +,b’S(t)j ) . (5)
Aplicando o operado integral em (5) resulta em
1(t) :—S(t)+%ln(8(t))+C , (6)

Com a condicéo inicial 1(0)=1, aplicada em (6), podemos encontrar a constante C,

resultando em
C=1,+S,-2In(S,). (7)
B
Substituindo (7) em (6) chega-se em
o o
I(t):—S(t)+—In(S(t))+I0+SO——In(SO)_ (8)
p B
Substituindo (8) na Equacéo (1) dos Infecciosos tem-se

S’(t)=—ﬂS(t)[—S(t)+%In(S(t))+C1j, 9)

a . -
onde C,=1,+ S,——1In (50), gue resulta em uma Unica EDO néao linear da forma

S'(t) = BS*(t)—aS(t)In(S(t)) - BS(t)C, . (10)

Dividindo toda a equagéo (10) por S(t) tem-se
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S'()
=S —aIn(S(1))- BC, . (11)
S()
Propondo uma mudanca de variavel do tipo
u=In(S()), (12)
podemos reescrever (11), obtendo o seguinte Problema de Valor Inicial:
du(t
dt( ) = pe' —au—p4C,, u(0)=In(S,) , (13)

Para garantir solucéo de (13), basta construir uma aplicacdo f:E — R" um campo
de classe C' noaberto ECcR" e u:V(u) »>R".
Para cada par (t,u) tal que t€V (u) vale para algum ucE,
g(tu)=ut) =g )=k , (14)
onde U:V(u) > E éatrajetéria f que passapor U em ¢:Q — R", denominado fluxo do

campo de vetores f em E. Desse modo, o fluxo ¢(t,u) é um campo que nos da uma

informacao global do comportamento de todas as trajetérias das solucdes.
Assim, por simplicidade, ndo escrevendo as dependéncias e tomando a derivada

material em (14), pela regra da cadeia temos que

o¢ du d¢
—+——=0
ot dt ou (15)
Substituindo (13) em (15) fica-se com
o¢ u o¢
—+(pe" —au—pC, )| —=0, 0,u) =u(0) .
~ (8 pC)5, =0 0. =u() (16)
Substituindo C, em (16) e fazendo algumas manipula¢des algébricas obtém-se:
0 y 0p _ _
5+[ﬂ(e ~1,-S,)-au +a|n(so)]a_o, sO,u)=u0) , @7
gue € uma EDP linear de 12 ordem.
Fazendo
fu)=p(e~1,-S,)-au+aln(s,)) (18)

podemos reescrever a equacao (18) como

% 9% _ _
6t+f(u)6u 0, #(0,u)=u(0). (19)
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Com o auxilio das curvas caracteristicas planas [Logan, 2014] e de uma curva auxiliar
que as interceptam transversalmente (Método das Caracteristicas), pode-se fazer uma

mudanca de variavel na qual tais curvas sao solucdes de

du—f(u)dt=0, (20)

para f(u)=0 . Assim, é possivel obter uma solucéo para ¢ da forma
(t,u) =k, | t+ Ldu 21
’ f(u) ’ (1)

onde ki é qualquer funcao arbitraria. Observando a funcéo f (u), dada pela equacéo (20),

percebe-se que a integral da equacéo (21) ndo tem solucao analitica. Entao, fazendo

1
m =g(u), (22)

propde-se aproximar a integral (21) por uma quadratura numérica da forma
b r
= [ gu)du =Y wgu)+E..(9), (23)
k=0

onde w, sdo denominados pesos, g(u,) sdo valores funcionais de g, sendo em nimero de
r+1, a é o limite de integracéo inferior e b o limite de integracdo superior. Os pesos w, e
os pontos de integracdo x,, k=0,1,2,...r sdo determinados de tal forma que o erro de

truncamento E,_, se anule, se g for um polinbmio de grau menor ou igual a certo numero

r+1
natural p . Escolhendo uma funcéo arbitraria k,, tamanho do passo de integracéo h e uma
férmula apropriada de Newton Cotes, é possivel encontrar ¢(t,u) para todo intervalo t de

interesse. Com isso é possivel encontrar u no intervalo temporal desejado. Uma vez varrido

todo o intervalo pode-se reconstruir u através de uma interpolacdo polinomial e com a
substituicdo U =In (S(t)) encontrar a curva dos Suscetiveis. Apos isso, encontra-se a curva

dos Infecciosos dada pela Equacao (8) e, por fim, obtém-se a populacdo dos Removidos
pela solucao analitica classica da forma

R(t) = aLI I(z)dr . (24)

Assim, obtém-se a solucéo do problema original (1) para todo o tempo t desejado.

Cabe ressaltar que os limites da integracdo (25) sdo estabelecidos pela relacéo
u=In(S(t)), que levaa u(0) =In(S(0))=In(S,) e u(t) =In(S(t)), onde t seria o tempo

final escolhido ou o tempo limite do final da epidemia. Essa condicdo esta intimamente
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ligada com a medida global, chamada de numero de reproducdo basico (RO), que

estabelece uma relacdo com a populagéo de Suscetiveis num tempo limite S_ .

2.1 Relagédo Entre Ry e S

Partindo da Equacédo (1), sem considerar as dependéncias, percebe-se que a
populacgéo de Infecciosos é crescente se S —a >0 ,ou seja, se

ﬁ>l’

(25)
a

para « = 0. O numero dado pela Equacao (25) € o chamado niumero de reproducéo basico,

gue fornece o numero de casos secundarios que um individuo Infeccioso produz por

unidade de tempo. Comoem t=0= S, = N tem-se

ROZQ,

(26)
a

gue € uma medida global, que nos fornece se ha ou ndo uma epidemia. Se somarmos as

duas primeiras equacfes em (1) (Suscetiveis e Infecciosos) tem-se

(S+1) =-al . (27)
Admitindo que S e | séo fungBes suaves, entdo (S +1) é uma funcéo suave decrescente

nao negativa para todo t. Entdo existe um limite quando t —»t_, dado por

!LT(SH):SW (28)
pois tIirtr: I(t)=0. Assim,

jt“’(S+I)'dt——S +S,+1, = J'twldt

0 BERCIR RIS ' (29)

Como N =S, +1,, pode-se reescrever a Equacéo (29) como

te
N—%zaLIm. (30)

Além disso, pela Equacéo (1) sabe-se que
S'=-pSI. (31)

Dividindo a Equacéo (31) por S e integrando até um tempo limite t, fica-se com

Iy (Sg,]dt =], pret. (32)
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gue implica em

S, t,
|n(§j:ﬁjo I dt (33)

Substituindo a relacdo de (30) na Equacéao (33), resulta em

So | N-S,_
In[gj—,ﬁ( " j (34)

Utilizando a definicdo (26) pode-se reescrever a Equacao (34) como

In [:0]
Ro = —SOO . (36)

1- "=
N

O denominador dessa expressao representa a razao de ataque e pode-se observar

que o verdadeiro R, se dara ao final da epidemia com S bem estabelecido, ou seja, com

0 numero de pessoas que nao se infectaram ao final da epidemia. Aqui pode-se estabelecer

uma relagéo direta entre R, e S_, a fim de permitir obter a populacdo de Suscetiveis num
tempo limite t_, ou seja, quando t —»t_. Além disso, cabe destacar que, com a Equacédo
(36), é possivel calcular os R, em janelas temporais epidemiologicas, denominados R,.
Nesse caso, S, seriam 0s Suscetiveis no inicio da janela epidemiolégica e S, a populagéo

de Suscetiveis no tempo final da respectiva janela considerada.

Os autores deste trabalho estéo cientes que existem outras formas de encontrar R, (

DIEKMANN, 1990; MARTCHEVA, 2015; BRAUER, 2019), mas a apresentada em (36),
somente com a variacdo do niumero de Suscetiveis, se estabelece pela propria equacgao
diferencial do modelo, possibilitando calcular o ritmo de contagio e uma relacao direta entre
R, eS,.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A fim de ilustrar os resultados obtidos para o modelo SIR (Suscetiveis-Infecciosos-
Recuperados) para a disseminacdo de doencas infecciosas, apresenta-se, atraves de
gréficos, a dindmica das populacées do modelo compartimental aqui tratado. Estamos
considerando uma doenca infecciosa transmitida de pessoa para pessoa, seja por contato,

goticulas ou aerossois.
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Assumi-se que neste modelo ninguém morre pela doenca infecciosa e que a
populacdo também esté isolada, estavel (nenhuma nova pessoa entra nos compartimentos
por nascimento ou migracdo e que a populacédo estd homogeneamente distribuida). Além
disso, neste modelo, a variavel independente t (tempo) é dada em dias e as populacdes
de Suscetiveis, Infecciosos e Recuperados estdo normalizadas. A escala vai de 0
(representando uma populacgéo zero) a 1 (representando a populagdo completa). Além do
mais, para qualquer tempo S+1+R=1, uma vez que a soma representa a populacao em
escala total, que é 1. Além disso, considera-se que, em média, cada pessoa infectada

espalha a doenca para uma pessoa a cada dois dias (£ =1/2), a cada trés dias (S =1/3)
e a cada quatro dias (f# =1/4), para um tempo médio de recuperacao (tempo médio na

classe dos infecciosos) de 5 dias, ou seja, «=1/5. Logo, ao todo sédo 3 simulacdes de
cenarios hipotéticos, a fim de andlise e discussdo do modelo SIR.

Note que se precisa de valores iniciais (em t =0) para as populacfes dos Suscetiveis,
Infecciosos e Recuperados. Considera-se um pequeno valor diferente de zero para a

populagéo Infecciosa inicial, de modo que 1,=0,0001. Assim, o valor inicial para a
populacdo Suscetivel fica estabelecido como S, =0,9999, uma vez que a populacéo inicial
Recuperada é nula, ou seja, R(0)=0. Além do mais, vamos atribuir ao tempo limite da
epidemia t,_ =100 dias, t, =120 dias e t =220 dias para o Caso 1, Caso 2 e Caso 3,

respectivamente. Para a integracdo numérica considera-se uma regra fechada composta
de Newton Cotes de grau 4 (Regra de Bolle) (BURDEN, 2016) e um passo de integracao

h=0,0001. Em todos os graficos apresentados as linhas azul, vermelha e verde,

representam as populacdes dos Suscetiveis, Infecciosos e Recuperados, respectivamente.

3.1Caso1: p=1/2; «=1/5

Para o Caso 1, estamos considerando f=1/2 e «=1/5, logo R,=2,5,
estabelecendo um S_ =0,10734.

Na Figura 1, percebe-se que a populacdo dos Suscetiveis satisfaz a condicédo inicial

e decai de forma acentuada entre 20 e 40 dias, com S, —0,10734 quando t—>t_. Ja a

populacdo dos Recuperados tem um comportamento crescente, tendo seu crescimento

mais acentuado entre 20 e 40 dias, na qual a populacéo limite R, — 0,89266, quando t >t_
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. Por fim, a populacédo dos Infecciosos apresenta um comportamento inicial crescente até
um méaximo por volta de 30 dias, para, em seguida, ter um comportamento decrescente,

tendendo a zero, ou seja, I, —» 0, quando t >t_.

Populagéo
1.0

08|

— — S(Suscetiveis)
06

— [(Infecciosos)
04 —— R(Recuperados

02|

0 20 40 60 80

Figura 1. Populacdes de Suscetiveis, Infecciosos e Recuperados paraff=1/2 e a=1/5

3.2Caso 2: f=1/3 e a=1/5

Para o Caso 2, estamos considerando f=1/3 e «a=1/5, logo R,=167,

estabelecendo um S — 0,32259.

Na Figura 2, percebe-se que a populacao dos Suscetiveis satisfaz a condicédo inicial

e decai de forma mais acentuada entre 40 e 80 dias, com S, — 0,32259 quando t >t . Ja
a populacao dos Recuperados tem um comportamento crescente, tendo seu crescimento
mais acentuado entre 40 e 80 dias, na qual a populacgéo limite R, —» 0,67741, quando t >t_

. Por fim, a populagéo dos Infecciosos apresenta um comportamento inicial crescente até
um maximo por volta de 65 dias, para, em seguida, ter um comportamento decrescente,

tendendo a zero, ou seja, I, —» 0, quando t >t_.
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Figura 2. Populacgdes de Suscetiveis, Infecciosos e Recuperados para f=1/3 ea=1/5

3.3Caso0 3: f=1/4 e «¢=1/5

Para o Caso 3, estamos considerando f=1/4 e «a=1/5, logo R,=125,
estabelecendo um S, — 0,62834.

Na Figura 3, percebe-se que a populacdo dos Suscetiveis satisfaz a condi¢ao inicial

e decai de forma mais acentuada entre 100 e 160 dias, com S — 0,62834 quando t —>t_.

Ja4 a populacdo dos Recuperados tem um comportamento crescente, tendo seu

crescimento mais acentuado entre 100 e 160 dias, na qual a populacéo limite R, — 0,37166
, quando t—t, . Por fim, a populacdo dos Infecciosos apresenta um comportamento

praticamente constante, com um suave e pequeno crescimento atingindo um maximo por
volta de 130 dias para, em seguida, ter um comportamento decrescente, tendendo a zero,

ouseja, |, —>0,quando t >t .




DOI 10.18605/2175-7275/cereus.v14n3p196-211 BESKOW, P. A.; PETERSEN, C. Z.; ZABADAL, J. R.

Revista Cereus Uma Solucdo Semianalitica de Modelos Compartimentais Simples
2022 Vol. 14. N.3 para transmisséo de doencas infecciosas.
Populagéo

1.0

08|

— — S(Suscetiveis)
0.6

— [(Infecciosos)

0.4 —— R(Recuperados

02|

Figura 3. Populacdes de Suscetiveis, Infecciosos e Recuperados paraff=1/4 e a=1/5

Para todos os casos simulados a solu¢cdo semianalitica proposta mostrou-se
consistente, satisfazendo as condigdes iniciais e as condi¢des limites das populagdes aqui
consideradas. Além disso, os resultados obtidos sdo coerentes e plausiveis com o0s
cenarios epidemioldgicos tracados.

Percebe-se para os trés casos analisados que a medida em que o parametro f é
reduzido, consequentemente R, € diminuido, entdo a popula¢éo de Suscetiveis ao final do

periodo da epidemia aumenta, passando de aproximadamente 10% para o Caso 1, para
aproximadamente 62% para o Caso 3. Ou seja, mais pessoas escaparam da doenca ao

final do periodo considerado. Além disso, nota-se que com a diminui¢do de £ o pico da

populacédo de Infecciosos € menor e deslocado para direita ao longo do eixo temporal, além
da curva ser mais alongada e menos pronunciada perto do maximo. Portanto, com a
diminuicdo da taxa de transmissdo temos uma diminuicdo do ritmo de contagio,
evidenciando um crescimento mais suave da curva dos Infecciosos, 0 que nos remete a
importancia do controle da taxa de transmisséo por medidas efetivas que diminuam essa

taxa.
4. CONSIDERACOES FINAIS

A proposta semianalitica de solugdo para modelos compartimentais simples (Modelo
SIR) mostrou-se eficiente, de facil implementacdo e vem no intuito de fornecer resultados
mais precisos para esses modelos, uma vez que nenhuma aproximacao é feita ao longo da
solucao, a ndo ser a aproximacdo numeérica da integral envolvida. A solucéo é vélida para

todo dominio e pode ser facilmente estendida para quaisquer modificac6es do modelo SIR
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aqui resolvido, como os SEIR, SEIQR, SEIQRD ou outros mais complexos. A incluséo de
compartimentos de vacinados, reincidentes, entre outros, é possivel uma vez que essas
modificag6es no modelo SIR apresentam a mesma estrutura de néo linearidade ja resolvida
aqui, aumentando somente as equacdes desacopladas do sistema.

Os resultados apresentados serviram para mostrar a viabilidade da metodologia de
solugdo proposta para posterior simulacdo para casos realisticos de epidemias. Nesse
sentido, o método apresentado neste trabalho torna-se viavel para resolver os modelos
compartimentais aqui mencionados. A metodologia € geral, podendo incluir outros
compartimentos e qualquer outra estrutura ndo linear. Cabe ressaltar que existe pouca
referéncia na literatura para resolver os modelos compartimentais de forma analitica ou
semianalitica, sendo de resolu¢cdo numérica a maioria dos trabalhos. Embora o avanco dos
métodos numeéricos, com a aumento da performance dos computadores, seja nitido,
solucBes mais exatas quanto possivel sempre serdo necessarias, a fim de, ndo sé validar
e fornecer opcbes de solugdes viadveis, mas também propor solu¢cdes que possam ser
usadas para testar a validade dos modelos e outros métodos para uso em cenarios reais.
Portanto, nossa proposta se torna mais uma opc¢ao para simulacbes de cenarios
epidemioldgicos gerais. Por isso, seguindo nessa linha de solucédo, para trabalhos futuros,
investigaremos solu¢Bes puramente analiticas locais e ndo locais para os referidos
modelos.

Cabe ressaltar que os resultados apresentados satisfazem todas as condicfes iniciais
impostas e condicdes limites das populaces, além de, para cada valor temporal, o
somatoério das populacgdes ser igual a populacdo total. Os resultados também foram
plausiveis com o numero de reproducdo basico e parametros epidemioldgicos
considerados, ensejando que as solucbes sdo confiaveis para tracar cenarios
epidemioldgicos desejados. Nesse sentido, em trabalhos futuros vamos confrontar essa
proposta de solucdo, considerando cenarios realistas de uma epidemia, para perceber a
validade e plausibilidade dos modelos compartimentais, para tentar prever o
comportamento das populagdes e verificar suas limitagdes de uso. Estamos cientes que
esses modelos devem funcionar para pequenas janelas epidemioldgicas, no entanto ja
percebemos que pequenas medidas de controle nos parametros epidemioldgicos
(diminuicéo da taxa de transmissao) ja fornecem mudancas bem perceptiveis nas curvas
dos Infecciosos, populagcdo mais importante de se analisar o comportamento numa

epidemia e fundamental para medidas de ordem publica de controle de uma epidemia.
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