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RESUMO

Problemas que envolvem o movimento da agua no solo, despertam interesse
académico desde o século passado. Dados da Food and Agriculture Organization
(FAO) mostram grande desperdicio de agua, principalmente na irrigacdo de solos
saturados. O movimento de dgua no solo pode ser determinado por meio da equacao
de Richards, que é um modelo matematico responsavel por calcular a umidade
volumétrica no solo, assim como o potencial de 4gua no mesmo. Trata-se de uma
equacgdo diferencial parcial parabdlica néo-linear, que necessita de parametros
empiricos, analisados em laboratério, o que demanda alto custo financeiro e de tempo.
Neste trabalho sdo obtidos os resultados numéricos da solucdo da equacdo de
Richards, a qual é resolvida utilizando o Método de Volumes Finitos, que tem como
caracteristica ser conservativo. Para resolver a referida equacao é necessario conhecer
a curva de retencao, que € uma relacao entre umidade volumétrica e potencial de agua
no solo. Para validar os resultados obtidos, utiliza-se o trabalho de Haverkamp. Foi
implementada a modelagem inversa para obter os par@metros da equacao de Richards
aplicando o método de Luus-Jaakola, os resultados simulados foram similares aos
dados experimentais.

Palavras-chave: Percolagdo. Equacdo de Richards. Método de Volumes Finitos.

Problema Inverso. Luss-Jaakola.

ABSTRACT

Problems involving the movement of water in the soil have aroused academic interest
since the last century. Data from the Food and Agriculture Organization (FAO) shows a
great waste of water, mainly in the irrigation of saturated soils. The movement of water
in the soil can be determined by means of the Richards equation, which is a
mathematical model responsible for calculating the volumetric moisture in the soil, as
well as the water potential in the soil. It is a non-linear partial parabolic differential
equation that requires empirical parameters, analyzed in the laboratory, which demands
high financial and time cost. In this work the numerical results of the solution of the
Richards equation are obtained, which is solved using the Finite Volume Method, which
has the characteristic of being conservative. To solve the Richards equation it is
necessary to know the retention curve, which is a relation between volumetric moisture
and soil water potential. To validate the obtained results, the work of Haverkamp is used.
Reverse modeling was implemented to obtain the parameters of the Richards equation
using the Luus-Jaakola method, the results of simulation were similar to the
experimental data.

Keywords: Percolation. Richards equation. Finite Volume Method. Inverse Problem.
Luus-Jaakola.
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1. INTRODUCAO

Diante de um cenario recente de escassez hidrica, observa-se o desperdicio de agua
no setor agropecuario, principalmente nas irrigacées, que de maneira desregrada e sem
controle da umidade do solo, sdo feitas em sua maioria sem embasamento técnico-
cientifico.

O movimento da agua no solo € um processo importante em estudos de manejo e
conservacao de recursos hidricos, irrigacédo e drenagem, assim como no transporte de calor
e solutos (nutrientes e pesticidas). O transporte de &gua no solo pode ser descrito
numericamente usando a equacao de Richards, que combina a lei de Darcy e a equacéo
de continuidade, (TEMPERINI, 2018). Entretanto, para a sua solucdo, é necessario
conhecer a relacédo entre o conteudo de agua no solo e a pressao da agua, descrita por
uma curva de retencdo de agua, (KROES, et al., 2017).

Recentemente, os trabalhos de Silva Neto e White (1994), Celia, Ahuja, e Pinder
(1987), Celia, Bouloutas, e Zarba (1990), Huang et al. (1996), Lee e Abriola (1999),
Pachepsky, Timlin, e Rawls (2003), Lu, Godt, e Wu, (2010) e Zha et al. (2013), mostraram
resultados referentes a solugdo numérica da equacao de Richards. Em sua maioria utiliza-
se a formulacédo mista da referida equacao, pois experimentos mostram que 0s métodos
numericos para esta equacdo conservam suas propriedades, (KROES et al., 2017). Por
outro lado, Guterres (2013) utilizou o Método de Volumes Finitos (MVF), que é de facil
implementacgéo e, principalmente, um método conservativo, para resolver a equacao de
Richards em duas dimensdes, e Temperini (2018) aplicou o MVF em uma dimensao.

Para a equacdo de Richards ser calculada numericamente sd0 necessarios
parametros especificos da curva de retengcdo de agua no solo, assim como da funcéo
condutividade hidraulica. Estes parametros podem ser encontrados de forma experimental,
com um alto custo financeiro e resultados demorados.

Alternativamente, este conjunto de parametros € obtido aplicando-se uma abordagem
baseada em Problemas Inversos. Problemas Inversos podem ser resolvidos utilizando-se
meétodos deterministicos (MOURA NETO e SILVA NETO, 2012) ou métodos estocasticos
(SILVA NETO et al., 2016). Neste artigo foram utilizados os métodos Luus-Jaakola (LUUS
e JAAKOLA, 1973), e o Algoritmo de Colisado de Particulas (SACO e OLIVEIRA, 2005).

A curva de retencdo de 4gua pode ser representada por varios modelos empiricos,
nos quais seus parametros devem ser ajustados a diferentes tipos de solo. A determinagao

dos parametros utilizando métodos tradicionais (por exemplo, aparelho de placa de pressao
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Richards) exige uma quantidade significativa de tempo e recursos financeiros. Assim, o
presente artigo apresenta a obtencdo dos parametros da curva de retencdo de agua no
solo pelos métodos Luus-Jaakola e o Algoritmo de Colisdo de Particulas. Além da obtencao
dos parédmetros da curva de retencdo, foi realizada uma analise de sensibilidade do

problema para o caso abordado.

2. MATERIAIS E METODOS

2.1. Problema Direto

Para modelar o problema de infiltracdo de agua no solo utiliza-se a equacédo de
Richards, que descrita na forma y-baseado, (KROES et al., 2017; TEMPERINI, 2018), é
dada por

d d
cw) 5= [kw) )

em que, Y € a pressédo (cm), C(ip) é a capacidade hidrica, t é o tempo, K(¥) é a

2

condutividade hidraulica (cm d™1) e z é a coordenada vertical (cm), no sentido da origem
ao eixo negativo, —z, (GUTERRES, 2013). Para fim deste trabalho, a resolucdo da equacao
foi obtida usando o Método de Volumes Finitos (MVF) adotado em Temperini (2018).

Para resolver a equacdo de Richards € necessario conhecer a funcdo da
condutividade hidraulica, que determina a velocidade da infiltragdo da agua no solo. A

funcdo condutividade hidraulica de van Genuchten e Mualem é dada por

K@) = K, (1 — (alpD™ 1 + (a "™ )2 [1 + (a [pD)"]7Z (2)
em que, K, é a condutividade hidraulica saturada (cms™1), « (ecm™), e n e m
(adimensionais) sao fatores empiricos. Os parametros m e n estao relacionados por m =
1—-1/n, (KROES et al., 2017).

A umidade volumétrica do solo € obtida com a solucéo da Equacao de Richards, por
meio da curva de retencdo de agua no solo proposta por van Genuchten, (VAN
GENUCHTEN, 1980), 6 = 6(y), é dada por

6W) = 6; + (6s — 6,)(1 + [ap|")™™ (3)
em que, 6, € a umidade volumétrica do solo saturado (cm3cm™3), 6, é a umidade

volumétrica do solo residual, isto &, apos a drenagem do solo (cm3cm™3).
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2.2. Problema Inverso

Considere os valores obtidos experimentalmente para a umidade volumétrica de
agua no solo representada por 6, (cm3cm™3), e a umidade volumétrica de agua no solo
calculada usando o MVF representada por 8, (cm3cm™2). O residuo entre as quantidades
calculadas e experimentais é dado por

R=06.-06, (4)
O objetivo é determinar um conjunto de parametros que faca com que o residuo seja
0 menor possivel. Tem-se entdo um problema de minimizacao a ser abordado.

Assim, considere-se o funcional dos residuos quadrados dado por

Q(P) =5 IR = 5 R'R ©

em que, R = (Ry, ... ,Ry)T € R” representa o vetor dos residuos, equacdo (4), M é a
guantidade de dados experimentas disponivel, e P € 0 vetor que contém os parametros a
serem estimados, isto €, a solucdo do problema inverso (MOURA NETO e SILVA NETO,
2012).

Substituindo (4) em (5), resulta

1 m
QP =5 > (0. — 0.)? ©)

Os dados experimentais, 6,, foram obtidos do trabalho de Guterres (2013). Foi
utilizado o software pegaponto para extrair as informacfes necessarias.

A estimativa para o vetor de incognitas P é realizada pelos métodos de otimizacdo
Luus-Jaakola e Algoritmo de Colisdo de Particulas, os quais sdo descritos sucintamente

nas secdes a sequir.
2.3. Método de Luus-Jaakola

No grupo de métodos estocasticos encontra-se 0 método de Luus-Jaakola (LUUS e
JAAKOLA, 1973; SILVA NETO, BECCENERI, e CAMPOS VELHO, 2016). Luus e Jaakola
desenvolveram um procedimento muito simples para resolver problemas de maximos e
minimos com restricbes. O procedimento se baseia em minimizar o funcional descrito na
equacao (6). As restricbes do problema em questéo sdo limitacbes dadas para cada um

dos parametros a ser determinado. Isto é,
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MINp < P < MAXp (7)

em que, MINp e MAXp Sa0 respectivamente os vetores contendo os limites inferiores e
superiores do intervalo de busca dos parametros de interesse (vetor P).

Juntando-se a equacao (6) com a equacao (7) tem-se um problema de minimizacao
condicionado, o qual é resolvido com o método Luus-Jaakola descrito a seguir.
Primeiramente, 1é-se o vetor com os dados experimentais 6,; as restricbes sdo definidas,
isto €, os valores maximos e minimos de P, veja equacao (7), de acordo com a literatura
existente; uma estimativa inicial aleatéria é gerada, dentro das restricbes descritas; estes
valores iniciais sdo definidos por P°, e a amplitude do intervalo de busca por r° = MAXpo —
MIN po.

Resolve-se o problema direto com a estimativa inicial, ou seja, a equacdo de
Richards, equacéao (1), usando o MVF e, em seguida calcula-se o residuo Q = Q(P°) de
acordo com a equacao (6).

O método consiste em minimizar o funcional de forma iterativa. Para isso define-se
0 numero de iteracdes externas, N,,;, em que sera feito a reducédo da amplitude do intervalo
de busca, e o numero de itera¢des internas, N;,;, em que sao gerados possiveis candidatos
a solucéo de forma aleatodria; a cada iteracédo calcula-se o residuo Q = Q(P); caso 0 novo
residuo seja menor do que o calculado anteriormente, atualiza-se o melhor residuo e a
melhor configuracdo de parametros; ao fim do procedimento tem-se os parametros ideais,

ou seja, a solucao 6tima do problema inverso.

2.4. Algoritmo de Coliséo de Particulas

O Algoritmo de Colisdo de Particulas (Particle Collision Algorithm — PCA) foi proposto
por Saco e Oliveira em 2005. Na classe dos algoritmos estocésticos, o PCA trabalha com
estimativas aleatérias candidatas a solucdo, porém diferentemente do método Luus-
Jaakola, ele ndo descarta as solu¢des nédo 6timas. Antes de realizar o descarte, € feita uma
exploragdo em torno desta possivel solucéo.

As restricdes do problema séo definidas por

Lp <P <Up (8)
em que, Lp e Up sao, respectivamente, os vetores contendo os limites inferiores e

superiores do intervalo de busca para os parametros de interesse (vetor P).
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Para iniciar o PCA, Ié-se o vetor contendo os dados experimentais; define-se o
numero de iteracdes a serem realizadas, N,.,, € 0 nimero de iteracdes a serem realizadas
na exploracdo, N,,,; gera-se uma solucéo inicial, P°, dentro das restricdes impostas na
equacao (8); calcula-se o residuo, Q = Q(P°), conforme a equacéo (6).

Gera-se um novo candidato a solucao de forma aleat6ria e calcula-se o novo residuo
Q = Q(P™); se Q(P™) < Q(P™1), entdo usa-se como solucdo 6tima a nova estimativa e é
feita uma exploracdo numa regido em torno dela para verificar se ha algum outro candidato
a solucdo melhor, e se houver passa-se a usa-lo como solucdo 6tima; caso Q(P") >
Q(P™ 1) calcula-se a probabilidade de aceitacdo deste novo candidato a solucéo e, se ele
for aceito, € feita uma exploracdo numa regido em torno dele para verificar se ha uma
solucdo otima; ao final do procedimento tem-se a solugdo Otima, isto €, a solucdo do

problema inverso.
2.5. Analise de Sensibilidade

A analise de sensibilidade do problema com relacdo a cada um dos parametros
estimados € dada pela equacédo (9). Com esta analise é possivel determinar o grau de
sensibilidade de cada parametro a ser estimado. Os coeficientes de sensibilidade s&o

definidos por

26,
9
3P 9)

em que, P € o vetor incognita do problema inverso, 6, € obtido avaliando a equacéo (1) na

P =

solucao 6(y) do problema direto.
Neste trabalho optou-se por utilizar-se o coeficiente de sensibilidade modificado, dado

por

00,

X(P)=Pi-)71=Pi-aP_,
l

i=1,.., #(P) (10)

em que, #(P) é a quantidade de parametros a serem determinados.
Com coeficientes de sensibilidade que apresentam valores elevados, permite-se obter
boas estimativas para os parametros dentro dos intervalos de confianca.

Para avaliar a dependéncia linear entre os parametros usa-se o coeficiente
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Xi . .
Wzy, i,j=1,..,#(P), i #]j (11)

No caso de haver uma dependéncia linear tem-se que W = constante e, neste caso,

nao ha como obter os parametros de separadamente.

3. RESULTADOS

O caso teste considera a infiltracdo num solo de profundidade de 100 ¢m, com 6,5 h
de simulacdo, condicéo inicial ¥(z,0) = —800 cm, 0 < z < 100 ¢m, condi¢cdes de contorno
Y(0,t) =0cm e P(100,t) = —800cm, t > 0. Foram obtidos 16 dados experimentos

distribuidos entre 0 e 100 cm de profundidade.

Os parametros da curva de retencéo de van Genuchten sdo K, = 10™* cms™, a =
1072 cm™, n = 1,53, m = 0,3464, 6, = 0,186 cm3cm™3 e 8, = 0,363 cm3cm™3 (TEMPERINI,
2018).

3.1 Andlise de Sensibilidade

A seguir sdo apresentados os resultados das equacodes (10) e (11). Na Figura 1(a),
observa-se os coeficientes de sensibilidade. Todos os parametros foram sensiveis as
variacfes. Isto significa que dois conjuntos de parametros distintos acarretardo duas
solucdes distintas, ou seja, o funcional (6) é injetor. Este € o resultado esperado, pois caso

contrario teriamos dois conjuntos de parametros resultando na mesma solucao.

Nas Figuras 1(b)-1(e), observa-se a correlagdo entre 0s coeficientes de
sensibilidade. Todas as correlacdes se apresentaram como esperado. Nao ha dependéncia
linear entre os coeficientes. Porém, o parametro K, foi excluido do conjunto, pois a solucéo
da equacdo de Richards apresentou grandes oscilagdes para pequenas perturbacdes além

das consideradas na analise de sensibilidade.

3.2 Resultados Numéricos
O computador utilizado nas simulagdes numéricas foi Dell Ispiron 15 7000 Gaming,

processador Intel Core i7 2.8 GHz, 16 GB de RAM, HD 1 TB, sistema Windows 10 64 bits.

Para cada método foram executadas 15 rodadas com a semente para 0 numero

aleatodrio iniciado em 1, a acrescida de 1 a cada rodada incrementada.
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Figura 1. Coeficientes de sensibilidade dos parametros de van Genuchten.

3.2.1 Resultados Utilizando o Método Luus-Jaakola

O método Luus-Jaakola foi configurado com Ny, = 100, N;yr = 50, e o intervalo de
busca com reducéo de 20%. Esta configuracao foi utilizada por Temperini (2018) para outro

caso teste, em um solo mais arenoso, obtendo bons resultados.

Na Tabela 1 sdo apresentados o melhor e o pior resultado obtidos com o método
Luus-Jaakola. Como pode ser observado, os valores de 6, e 6, foram bem otimizados nos
dois casos, com um erro de 0,0111, isto &, 5,96% para 6,., e um erro de 0,0018, ou seja,
0,49% para 6, no pior resultado dentre as 15 rodadas. Os parametros a, n € m também
foram bem otimizados na maioria das rodadas. Os piores valores foram para n e m que
tiveram um erro de 26,43% e 67,78%, respectivamente, e a, que obteve um erro de 771%.
Em 12 rodadas, o valor otimizado de « foi exato, porém procura-se o melhor conjunto de

parametros que otimiza os dados experimentais.

Neste sentido, outra analise realizada foi considerando-se o erro do pior resultado e

utilizando-se a norma max|6, — 8./, retornando um valor de 7,5 x 10~2. O melhor resultado
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obteve um erro de 2,1 x 1073, O tempo médio de execucido do Método LJ foi de 8,74 h por

rodada.

Tabela 1. Parametros otimizados utilizando o método Luus-Jaakola.

quqs a n m Or 0s
estatisticos
Experimental 0,01 1,53 0,3464 0,186 0,3638
Pior resultado 0,0871 1,1256 0,1116 0,1749 0,3656
Erro 0,0771 0,4044 0,2348 0,0111  0,0018
Erro percentual 771% 26,43% 67,78%  5,96% 0,49%
Melhor resultado 0,0104 1,5422 0,3516  0,1909  0,3625
Erro 0,0004 0,0122 0,0052 0,0049 0,0013
Erro percentual 4,00% 0,80% 1,50% 2,63% 0,35%

Na Figura 2, observa-se a umidade volumétrica do solo calculada utilizando-se o
melhor conjunto de parametros otimizado, e os dados experimentais. Apesar do erro
absoluto entre os parametros variarem de 0,35% a 4%, 0 conjunto de parametros retornou

muito bem a umidade volumétrica do solo.

3.2.2 Resultados Utilizando o Algoritmo de Colisdo de Particulas

O Algoritmo de Colisdo de Particulas foi configurado com Npca = 50, Nexp = 60,
Npca = 100 e Nexp = 50. A Figura 5 apresenta a distribuicdo dos valores de cada parametro
encontrado em cada rodada no LJ e do PCA. Os parametros 6; e 6s foram melhor
otimizados pelo LJ, veja Figura 1b e Figura 1d. Os parametros a, n e m foram mais bem
otimizados com o LJ, porém em algumas rodadas o valor destes se distanciou da média.

Analisando os resultados obtidos com o Algoritmo de Colisdo de Particulas observa-
se, Tabela 2 e Tabela 3, que os resultados foram inferiores comparados ao método Luus-
Jaakola. Com excecéo do parametro a que teve um erro absoluto de 2%, todos os outros

parametros foram inferiores.

As Figuras 3 e 4 mostram o grafico da umidade volumétrica do solo calculada com
os melhores parametros obtidos com as duas configuracdes. A solugcdo do problema foi
deslocada para um minimo local afastado da solucdo desejada. Observou-se que o PCA
recuperou o comportamento da funcéo, e inclusive a amplitude 6; — 6, se ndo a mesma,

proxima dos parametros originais. No caso dos parametros originais, 6; — 6, = 0,1778, e
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para as duas configuracdes do PCA, tem-se, respectivamente, 0,177 e 0,1138.
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Figura 2. Melhor solucéo obtida com o método Luus-Jaakola.

Tabela 2. Parametros otimizados utilizando o PCA.

Rodada a n m 0, 0
Experimental 0,01 1,53 0,3464 0,186 0,3638
Pior resultado 60 x 50 0,0205 1,2578 0,2049 0,1284 0,3763
Erro 0,0105 0,2722 0,1415 0,0576 0,0125
Erro percentual 105% 17,79% 40,85% 30,97% 3,44%
Melhor resultado 50 x 60 0,0102 1,4628 0,3164 0,2000 0,3770
Erro 0,0002 0,0672 0,0300 0,014 0,0132
Erro percentual 2,00% 4,39% 8,66% 7,53% 3,63%

Tabela 3. Parametros otimizados utilizando o PCA.

Rodada a n m 0, 0

Experimental 0,01 1,53 0,3464 0,186 0,3638
Pior resultado 100 x 50 0,0288 1,2521 0,2013 0,1959 0,3552
Erro 0,0188 0,2779 0,1415 0,0099 0,0086
Erro percentual 188% 18,16%  40,85% 5,32% 2,36%
Melhor resultado 100 x 50 0,0228 1,5789 0,3667 0,2000 0,3138
Erro 0,0128 0,0489 0,0203 0,014 0,0500
Erro percentual 128% 31,96% 5,86% 7,53% 13,74%
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Na Figura 5 observa-se a distribuicdo dos resultados obtidos com todas as rodadas
para o método Luus-Jaakola e PCA com a configuragdo Npcy =50 € Ngxp = 60. FOi
apresentado o valor experimental de cada parametro, os valores obtidos em cada rodada,
e 0 desvio padréo destes resultados. Em todos os casos observou-se uma distribuicdo
melhor para o método Luus-Jaakola do que o PCA. Os parametros mais bem otimizados
foram 6, e 6;.
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4. DISCUSSAO

O problema de otimizagéo dos parametros da curva de retencao de 4gua no solo varia
para cada tipo de solo. A sensibilidade da condutividade hidraulica pode variar de um solo
para outro, tornando-se muito mais sensivel para solos arenosos, no qual a amplitude do
intervalo de busca deste parametro de ser a menor possivel. Desta forma, este parametro
néo foi incluido no conjunto de parametros otimizados deste trabalho.

Na andlise de sensibilidade percebe-se que os parametros sdo sensiveis a pequenas
variacfes. Com isso, tem-se que todos os parametros podem ser otimizados. Outra analise
realizada € a verificagcao da correlacdo entre os parametros, dois a dois. O problema de ter
dois parametros correlacionados, é que existe uma dependéncia linear entre eles, sendo
assim, impossivel de obté-los ao mesmo tempo. No caso abordado, ndo existem
correlacdes. Porém, a condutividade hidraulica se mostrou muito sensivel a pequenas
variagdes além da calculada na andlise de sensibilidade. Logo, a mesma foi excluida do
conjunto de parametros a ser otimizado.

O método Luus-Jaakola otimizou melhor resultado os parametros da Equacao de
Richards do que o Algoritmo de Colisdo de Particulas. Como foi observado na analise
estatistica, a disperséo dos parametros foi menor para o método Luus-Jaakola.

Os parametros 6, e 6; Sdo um caso a parte, pois mesmo no pior resultado utilizando
0 método Luus-Jaakola o erro foi de 0,49%. Mesmo no PCA, que obteve resultados
inferiores aos do método Luus-Jaakola, 0 maior erro obtido para estes parametros foi de
13,74%.

O Algoritmo de Colisao de Particulas, apesar de capturar o comportamento da curva
de retencdo de van Genuchten, os parametros ficaram distantes dos valores experimentais.

O conjunto de parametros otimizados com o método Luus-Jaakola retornou a umidade
volumétrica do solo melhor do que o PCA, como observado nas Figuras 2, 3 e 4. O PCA

transladou a solucéo para um minimo local que n&o traduz nos dados experimentais.

5. CONSIDERACOES FINAIS

O método Luus-Jaakola retornou resultados melhores do que o PCA. Porém o tempo médio
de execucdo do mesmo foi de quase nove horas. O PCA, mesmo com configuracdes

distintas, retornou solucdo transladada comparada com os dados experimentais. Uma
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guestao a ser tratado ainda, € a reducéo do tempo de execucéo no processo de otimizacao

destes parametros.
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