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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo a determinag¢do de minimizadores globais de functes
nao lineares por meio do método de Otimizacédo por Enxame de Particulas (PSO) e do
método Simulated Annealing (SA). Os dois métodos estocasticos sédo comparados para
verificacdo de sua eficiéncia na minimizagdo de funcbes ndo lineares. Séo utilizadas
funcdes ndo lineares de duas e cinco varidveis, com o objetivo de observar o
comportamento dos métodos trabalhados para funcdes de diferentes dimensdes.
Também sao feitas duas hibridizacbes, com a inser¢do do método da Busca
Coordenada ao longo das itera¢des dos métodos PSO e Simulated Annealing. Assim,
compara-se todos os métodos testados para as fungfes nao lineares, verificando o
tempo gasto na obteng&o dos minimizadores globais das func¢des. A inser¢éo da Busca
Coordenada é feita para verificar a influéncia de uma busca nos eixos coordenados na
localizacéo dos minimos globais. Deste modo, o foco deste trabalho é apresentar dois
métodos de otimizacdo e dois métodos hibridos para a determinacdo dos
minimizadores globais para funges nao lineares de varias variaveis. Assim, pode-se
analisar a influéncia do método da Busca Coordenada, de acordo com sua insergéo ao
longo das iteragGes, no desempenho dos métodos PSO e SA.

Palavras-chave: Funcdes nao lineares, Otimizacdo por Enxame de Particulas (PSO),
Recozimento Simulado (SA), Minimizadores globais, Busca Coordenada.

ABSTRACT

The objective of this work is the determination of global minimizers of nonlinear functions
using the Particle Swarm Optimization (PSO) method and the Simulated Annealing (SA)
method. The two stochastic methods are compared to verify their efficiency in minimizing
nonlinear functions. Nonlinear functions of two and five variables are used, in order to
observe the behavior of the methods worked for functions of different dimensions. Two
hybridizations are also done, with the insertion of the Coordinate Search method over
the iterations of the PSO and Simulated Annealing methods. Thus, all the methods
tested for the non-linear functions are compared, checking the time taken to obtain the
global function minimizers. The insertion of the Coordinate Search is done to verify the
influence of a search in the coordinated axes in the location of the global minimums.
Thus, the focus of this work is to present two optimization methods and two hybrid
methods for the determination of global minimizers for nonlinear functions of several
variables. Thus, one can analyze the influence of the Coordinate Search method,
according to its insertion along the iterations, in the performance of the PSO and SA
methods.

Keywords: Nonlinear Functions, PSO, Simulated Annealing, Global Minimizers,
Coordinate Search.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho, serdo comparados algoritmos de otimizagdo na busca de
minimizadores globais de funcdes nao lineares de varias variaveis, com o objetivo de
verificar qual dos métodos abordados € mais eficiente na resolucéo do problema proposto.
Os métodos utilizados sédo o método PSO e o método Simulated Annealing. Além disso sao
utilizadas duas hibridizagdes, as hibridizacdes PSO/Busca Coordenada e Simulated
Annealing/Busca Coordenada. Deste modo, o foco deste trabalho € apresentar métodos de
otimizacao para a determinacédo dos minimizadores globais para fun¢des nao lineares. Com
os resultados apresentados, seré realizada uma comparacao, verificando qual metodologia
foi mais robusta na determinacao dos pontos minimos globais para os problemas testados.
Assim, pode-se analisar a influéncia do método da Busca Coordenada no desempenho do

método PSO e do método Simulated Annealing.

1.1. Funcdes Nao Lineares

A partir de agora, apresentam-se as funcdes nao lineares testadas. As funcfes estao
presentes em BACK (1996) e MOLGA (2005). Foram realizados testes com funcdes de 2 e

de 5 variaveis.

Funcéo Ackley

A funcéo Ackley é amplamente utilizada para testes de algoritmos de otimizagdo. Na
sua forma bidimensional, caracteriza-se por uma regido externa quase plana, e um grande
orificio no centro. A funcdo representa um risco para algoritmos de otimizacéo,
particularmente algoritmos de subida, por ficar preso em um de seus muitos minimos locais.

A fungcdo geralmente é avaliada no hipercubo x e[—32,786 32,786], para todo

i=1,...,d, embora possa também ser restrito a um dominio menor.

d d
f(x)=-a-exp| —b %fo —exp —b\/%Zcos(cxi) +a-+exp(l) (1)
1 1

onde a=20, b=0,2, c=27 e d é a Dimenséao da fungéo.

O Minimo global da funcdo Ackley é: f(x)=0em x=(0,...,0).
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Figura 1. Funcéo Ackley e seu minimo global.

Funcao Griewank

Esta funcdo possui muitos minimos locais com distribuicdo regular. Possui d
dimensdes. Esta fungéo € normalmente calculada na regido x; [— 600,600] parai=1,...,d.

F(x) =

1
4000 ] {f i v

O Minimo global da funcéo Griewank é: f(x)=0em x=(0,...,0). A funcdo Griewank

pode ser vista de diferentes modos, de acordo com a regido que seu grafico é feito.
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Figura 2. Funcdo Griewank e suas variacoes.
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Funcéao Levy
Nesta funcéo foi considerada 20 e 30 dimensdes. Ela € normalmente calculada na

regido x €[-10,10] parai=1,...,d.
f(x) = sen? (ze,) +§(wi —1)?[1+10sen? (e, +1) |+ (@, —1)*[1+ sen? (27e0,) |, 3)

onde @, =1+X‘T_1.

O Minimo global da funcéo Levy é dado por: f(x)=0emx=(1...]).
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Figura 3. Funcéo Levy e seu ponto de minimo global.
Funcéo Rastrigin

Esta funcdo possui muitos minimos locais. E altamente multimodal, mas as localizacées
s&o regularmente distribuidas. Calculada na regido x; €[-5.12,5.12] para i=1,...,d.

f (x) =10d +i[xi2 ~10cos(27-x; ) @)

O Minimo global da funcéo Rastrigin é: f(x)=0em x=(0,...,0). A seguir, na Figura
4, é possivel observar o grafico da funcao Rastrigin.
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Figura 4. Funcdo Rastrigin e seu minimizador global.

Funcéo Styblinski-Tang
Esta funcdo possui d dimensdes. Neste trabalho, foram considerados d=20 e d=30.

A funcéo usualmente € calculada no hipercubo x; € [—5,5] parai=1,...,d.

d
f(X) :%Z(xi“ ~16x” +5x.) (5)
i=1

O Minimo global é dado por: f(x") =-39,16599d em x = (—2.903534,...,-2.903534) .
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Figura 5. Funcao Styblinski-Tang.

2. MATERIAIS E METODOS

Foi utilizado neste trabalho, para a minimizacdo das funcbes nao lineares
apresentadas, os seguintes métodos de otimizacdo: O Método de Otimizacao por Enxame
de Particulas (PSO) e o método Simulated Annealing (Recozimento Simulado — SA).
Também mostra-se 0 método da Busca Coordenada, que foi utilizado na montagem de
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duas hibridizacdes a serem testadas no presente trabalho. A primeira hibridizacao
acrescenta o método da Busca Coordenada (BC) em conjunto com o método PSO
formando o método hibrido PSO/BC. O segundo método hibrido, parte do mesmo principio,
mas inclui o método da Busca Coordenada em conjunto com o método Simulated Annealing
(SA/BC).

2.1 O Método PSO

O método de otimizacao estocastica Enxame de Particulas (PSO) foi desenvolvido
por EBERHART e KENNEDY (1995), e baseia-se em uma populacdo, o enxame de s
particulas. A cada particula associa-se um deslocamento, que no contexto heuristico,
simboliza 0 movimento da particula. A nova posi¢ao da i-ésima particula no instante t+1 é

representada por:
X (t+1)=x"(t)+V'(t+1), 6)
isto &, tal posicéo € calculada adicionando-se a antiga posicao x‘(t) o vetor deslocamento
VI(t+1).

Seguindo a versdo do PSO usada por VAZ e VICENTE (2007), para cada particula

i, 0s componentes do vetor V' =(v;,...,v!)" € R" sdo atualizados pela equagao escalar

Vi (t+2) = (v} (1) + () eoy; (Y] (1) = X} (0) + 0@, ;O =X (1), j=L..n (@)

Sendo :(t) o fator de inércia, os parametros x e v ndmeros reais positivos

chamados de parametro cognitivo e parametro social, respectivamente. Para todo j=1,...,n,

os ndmeros () e ,;(t) sd@o numeros aleatérios gerados de maneira uniforme no
intervalo (0,1). O valor y;(t) € o componente j do vetor posi¢éo y'(t) ocupado pela particula
com o i-ésimo melhor valor da fungdo objetivo calculado antes. Finalmente, y,(t) € o

componente j do vetor posicdo y(t) ocupado pela particula que possui 0 menor valor da

func&o objetivo, dentre as s particulas.

A posigéo y(t) pode ser descrita como

y(t) eargmin f(z),ondez e {yl,..., ys(t)} ®)

A sequir, o algoritmo do método PSO € mostrado na Figura 6.
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Algoritmo 1: - PSO

1 Dados ¢, wy, wa, n, €, pt, 1.

2 Gerar aleatoriamente as posicbes iniciais das particulas do enxame z}, ..., r§, e os vetores descrevendo as
velocidades iniciais v, ..., v3.
parat = 0 faca

y'(t) ==p, ¥i=1,..,se §(t} € argmin f(z),onde = € {y', .., y*(t)}.

3
4
5 fim

6 enquanto (||(¥(t +1) — ¥(t))]| = €) faca

7 parai =1,...,nfaca

8 Atualizar a velocidade v;(f 4+ 1) das particulas com a Eq. (2).
0 Atualizar a posigio p;(t + 1) das particulas com a Eq. (1).

10 fim
1 Atualizar y*(t) e y(t + 1)
12 fim

Figura 6. Algoritmo do Método PSO.

2.2 O Método Simulated Annealing

O Método Simulated Annealing (Recozimento Simulado) (SA), foi um método
proposto por KIRKPATRICK et al. (1983). Este método simula o recozimento de metais,
fazendo assim uma analogia termodinamica. E descrito em COSTA (2012), que o principio
do método sugere que, quando ocorre o resfriamento rapido, o produto gerado ter4 maior
energia interna, e em um resfriamento lento, esta energia interna do produto gerado sera
menor. Assim, com uma reducdo rapida de temperatura, os produtos gerados s&o
metaestaveis, e com uma reducédo lenta de temperatura, os produtos sdo mais estaveis e
estruturalmente fortes.

Portanto, 0 método Simulated Annealing funciona do seguinte modo: emprega-se 0
Algoritmo de METROPOLIS (1953) em uma sequéncia de temperaturas decrescentes para
gerar solucdes de um problema de otimizacgéao; inicialmente, o método inicia-se com uma
temperatura elevada, e a cada temperatura, geram-se solucdes até que se alcance o
equilibrio aquela temperatura; a temperatura é entdo rebaixada e 0 processo prossegue até
gue nao se obtenha mais uma diminuicdo de custo. A sequéncia de temperaturas
empregada, juntamente com o numero de iteracfes a cada temperatura, constitui uma
prescricdo de Annealing que deve ser definida empiricamente. Assim, o método Simulated
Annealing permite a aceitacdo de solugcbes de piora, quando se tem temperaturas mais
altas. Este fator auxilia para que o método ndo se prenda a minimizadores locais de uma
funcao.

O algoritmo a seguir ilustra a fundamentagcéo do Método Simulated Annealing:
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Algoritmo 2: - Simulated Annealing

1 s* + s (Melhor soluciio obtida até entio)

2 JterT + 0 (Namero de iteracdes na temperatura T)
3 T + Tp (temperatura corrente)

4 enquanto (T" = tolerdncia) faca

5 enquanto (IterT < S4,,,.) faca

6 IterT + IterT + 1 Gerar um vizinho (s') aleatoriamente na vizinhanga de (s)
A= f(s")— f(s) se (A < 0) entdo

55

fim
se (f(s") < f(s*)) entio

10 5% +— s senao

1 | Tome z € [0, 1]

12 fim

13 fim

14 se (r =< c%j entio

15 | =g

16 fim

17 fim

18 T=Txa

19 IterT =10

20 fim
21 Retomne s*.

Figura 7. Algoritmo do Método Simulated Annealing.

2.3 O Método da Busca Coordenada

O método da Busca Coordenada € um método de busca direta. Este método pode
ser utilizado para resolver problemas de otimizacdo. Uma caracteristica dos métodos de
busca direta, como o método da Busca Coordenada, é o fato dele néo utilizar derivadas em
seus calculos, e também utilizar somente informacdes da funcao objetivo, na verificacdo do
melhor ponto obtido.

Exemplificando, para funcdes reais de duas variaveis, segue-se o procedimento a
seguir: efetua-se a busca nas direcdes paralelas aos eixos coordenados, ou seja, utilizando

pontos ao norte, sul, leste e oeste do valor inicial.
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{

(d) Movimento paranorte (&) Contragio (f) Movimento para oeste

Figura 8. Passos do Método da Busca Coordenada.

De DINIZ-EHRHARDT et al. (2010), temos um algoritmo para o Método da Busca
Coordenada:

Algoritmo 3: - Busca Coordenada

1 Dadosx' e C E" a; =0
2 m = n?, onde n é a dimensio do espago R™.
3 enquanto (Critério de parada ndo for satisfeito) faca

4 parak =1.2,...mfaca

5 x* = x¥ + aj. - d, onde d sio as direcbes candnicas do espaco R™.
6 se f(x*) < f(x*) entdo
7 xE+L = x*

8 41 = Ak

9 SENAO0

10 xk+1 = xk

1 gl = 5

12 fim

13 fim

14 fim

15 E+—k+1

16 fim

Figura 8. Algoritmo do Método da Busca Coordenada.

2.4 Métodos Hibridos de Otimizacao

Os métodos hibridos aqui testados, acrescenta-se o método da Busca Coordenada
ao longo das iteragfes dos métodos PSO e Simulated Annealing.
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Método PSO/Busca Coordenada

O algoritmo PSO — Busca Coordenada (PSO/BC) é um algoritmo que adiciona o
método da Busca Coordenada ao fim das iteragcdes do algoritmo PSO. Realizam-se 0s
passos do algoritmo PSO e encontra-se uma solucdo. Entdo é feito a busca coordenada
nesta solucdo. Se a busca retornar uma melhor solucdo, o valor é atualizado e a funcéo
retorna ao PSO, até que a tolerancia seja atendida, encontrando o minimizador da funcéao.

A busca coordenada é feita ao final de cada iteracdo do método PSO.

Método Simulated Annealing/Busca Coordenada

O algoritmo Simulated Annealing - Busca Coordenada (SA/BC) é um método hibrido
gue adiciona o método da Busca Coordenada ao fim das iteracdes do algoritmo Simulated
Annealing. Esse método funciona da seguinte forma: realizam-se os primeiros passos do
Simulated Annealing, quando uma melhor solucéo é encontrada, ele atualiza esse ponto e
realiza uma busca coordenada ao seu redor, melhorando este novo ponto, ou n&o.
Finalizada a busca coordenada, o método retorna para o SA e verifica se a solucdo
encontrada satisfaz a tolerancia desejada. Caso essa tolerancia seja alcangada, o algoritmo

é encerrado.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Agora, apresenta-se os resultados da execucdo dos métodos na determinacao dos
minimos globais das fun¢Bes ndo lineares aqui apresentadas. Os resultados trazem o
tempo computacional que cada um dos métodos levou para obter o ponto de minimo global
de cada funcdo. O tempo computacional refere-se ao tempo médio necessario para
obtencdo dos minimizadores globais, tendo sido realizadas 50 execuc¢fes de cada método.
A tolerancia utilizada como critério de parada foi o valor de 10™°. Assim, o minimo obtido
foi o valor do minimo global, dentro desta tolerancia desejada. Assim, as Tabelas com os
resultados numéricos trazem uma aproximacéao para o valor do minimo obtido.

Para uma melhor comparacéo, foi utilizado o mesmo gerador de nimero aleatorios
para todos os métodos trabalhados. Assim, garantiu-se a obtencdo dos mesmos resultados
nas 50 execucgdes geradas. Mesmo modificando este gerador de numeros aleatorios, 0s
resultados obtidos ndo sofreram variagdo. Logo, ndo apresenta-se aqui, os melhores e
piores resultados de cada meétodo, apenas o resultado que foi obtido em todas as

execucoes.
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A Tabela 1 traz os resultados para as funcdes néo lineares, referentes ao tempo

computacional para minimizacao das funcdes.

Tabela 1: Tempo computacional para obtengédo dos minimos globais das func¢des.

Metodologia SA PSO SA/BC PSO/BC
Func¢bes Tempo Computacional (s)

Ackley — 2 variaveis 0,0320 0,0320 0,0310 0,0310
Ackley — 5 variaveis 0,0780 0,2030 0,0620 0,2180
Griewank — 2 variaveis 0,0310 0,0320 0,0320 0,0310
Griewank — 5 variaveis 0,0680 0,1720 0,0600 0,1870
Levy — 2 variaveis 0,0470 0,0310 0,0310 0,0310

Levy — 5 variaveis 0,1090 0,3600 0,0780 0,3280
Rastrigin — 2 variaveis 0,0150 0,0160 0,0150 0,0160
Rastrigin — 5 variaveis 0,0630 0,1880 0,0470 0,1710
Styblinski-Tang — 2 variaveis 0,0310 0,0780 0,0310 0,0310
Styblinski-Tang — 5 variaveis 0,0780 0,2340 0,0620 0,2190

Percebe-se, na Tabela 1, que o método Simulated Annealing e sua hibridizacéo
SA/BC foram eficientes, assim como o método PSO e a hibridizacdo PSO/BC, pois todos
os pontos de minimo global das fun¢des testadas foram obtidos. No entanto, o método SA
obteve melhores resultados, consumindo um menor tempo computacional na resolu¢ao do
problema proposto. A hibridizacdo SA/BC teve 6timos resultados, melhores que o método
PSO e sua hibridizacdo com o método da Busca Coordenada.

Também foi analisado o numero de iterac6es dos métodos trabalhados. A Tabela 2

mostra esses resultados.

Tabela 1: Tempo computacional para obten¢cédo dos minimos globais das funcdes.

Metodologia SA PSO SA/BC PSO/BC
Funcgbes Numero de Ilteracbes

Ackley — 2 variaveis 91 20 86 25
Ackley — 5 variaveis 97 116 93 113
Griewank — 2 variaveis 92 23 90 22
Griewank — 5 variaveis 95 114 94 114
Levy — 2 variaveis 95 21 93 20
Levy — 5 variaveis 94 115 92 121
Rastrigin — 2 variaveis 90 23 88 20
Rastrigin — 5 variaveis 94 127 92 115
Styblinski-Tang — 2 variaveis 91 23 88 26
Styblinski-Tang — 5 variaveis 95 128 92 120




DOI 10.18605/2175-7275/cereus.v10n2p376-388 OLIVEIRA, M. B., SILVA, A. A. M., SOUZA, J. S.
Revista Cereus Comparagéo Entre os Métodos PSO e Simulated Annealing na
ANO V.10/N.2 Minimizac¢é@o de Func¢des Nao Lineares.

Com os resultados da Tabela 2 vemos que as iteragfes tém pequenas variagdes em
relacdo a cada método e sua hibridizacdo com o método da Busca Coordenada. Ainda
assim, destaca-se a eficiéncia de toda a metodologia proposta na resolucédo da minimizacao
de fungBes ndo lineares. Todos os métodos obtiveram os minimos globais das fungdes

trabalhadas.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Verifica-se que os resultados numéricos para todas as fun¢des foram encontrados,
obtendo seus minimizadores globais. E possivel perceber uma similaridade entre os
métodos testados, ao se tratar de funcdes de duas variaveis. Para estas fun¢des, os quatro
métodos obtiveram os minimizadores globais das fungbes em um pequeno tempo. E
importante destacar que todos os métodos encontraram todos os minimizadores globais
das funcdes testadas, mostrando seu bom desempenho. E possivel ver que as
hibridizagbes foram superiores aos métodos testados, na maioria dos resultados obtidos,
mostrando a boa influéncia do método da Busca Coordenada em conjunto com 0s métodos
PSO e SA.

Assim, pode-se concluir que os métodos PSO e SA séao eficientes ha minimizacao de
funcdes nao lineares, assim como as hibridizacdes PSO/BC e SA/BC aqui mostradas. Estes
métodos hibridos foram melhores, quando comparadas aos métodos nao hibridos, tendo
gasto um tempo menor na resolugcéo do problema proposto.
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