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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo o estudo da dinamica
populacional da cidade de Gurupi segundo o modelo linear,
0 modelo de Malthus e modelo de Verhulst. Os dados da
populacéo foram obtidos pelo IBGE pelo periodo de 2007 a
2014. Os modelos apresentaram um resultado aproximado
ao valor real, apresentando uma margem de erro de 0,01%.
O estudo da dindmica populacional estd relacionado
diretamente com fatores sociais e econdmicos. Gurupi €
uma cidade que se encontra em crescimento sendo

considerada uma cidade universitaria, com a presenca de
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trés IES publicas atraindo pessoas de todos os estados para
a mesma. O estudo foi realizado acreditando-se que este
levantamento possa ser util para o planejamento de
desenvolvimento futuro da cidade. Concluiu-se que para
projecdes em curto prazo, todos os modelos séo adequados,
porém o modelo linear e 0 modelo de Malthus ao admitirem
crescimento ilimitado da populacdo mostram ndo serem

apropriados para estimativas a longo prazo.

Palavras-chave: Dinamica populacional, modelos
matematicos, desenvolvimento.

THE USE OF MATHEMATICAL MODELS FOR ANALYSIS
OF POPULATION PARAMETERS IN THE CITY OF
GURUPI

ABSTRACT

This work aims to study the population dynamics of the city
of Gurupi according to the linear model, the model of Malthus
and Verhulst model. Population data were obtained by the
IBGE for 2007 to 2014. The models showed an approximate
result the real value, with a margin of error of 0.01%. The
study of population dynamics is directly related to social and
economic factors. Gurupi is a city that is growing is
considered a university city with the presence of three public
higher education institutions attracting people from all states
for the same. The study was conducted in the belief that this
survey will be useful for the future development of city
planning. It was concluded that for projections in the short
term, all models are adequate, but the linear model and the
model of Malthus to admit unlimited population growth show

are not suitable for long-term estimates.

v. 8, n. 1, jan/abr. 2016
UnirG, Gurupi, TO, Brasil



Keywords: Population dynamics, mathematical models
development.



1. INTRODUCAO

Neste artigo sdo apresentados
modelos matematicos que resultaram
do desenvolvimento de um trabalho
realizado no ambito da iniciacdo
cientifica. A proposta trabalhou o
contexto de conteados matematicos
aliados a utilizacdo de recursos
computacionais.

Desde a antiguidade, a
matematica vem sendo um
instrumento para interpretar o mundo,
e para isso é necessario a busca de
uma visdo estruturada da realidade,
gque consiste no fendmeno de
modelagem que é tdo antigo quanto a
matematica (MAGALHAES e LEITE,
2012).

Utilizou-se a modelagem
matematica para tratar
matematicamente a Dinamica

Populacional. A descricdo do tamanho
de populacbes ao longo do tempo
analisada por meio de modelo
matematico pode ser util para prever a
evolugcdo populacional. Assim permite
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avaliar quando uma populagdo corre
risco de se extinguir, ou estimar o
tempo em que a populagdo ir4
alcancar um determinado nivel, e
desta forma, planejar acoes
adequadas.

Na literatura iniumeros modelos
matematicos tém sido propostos para
estimar o crescimento médio da
populacdo, enquanto uns tém uma
base em relacbes meramente
empiricas outros tém uma base tedrica
e sao determinadas por equacles
diferenciais. Dentre varios modelos
matematicos, escolheu-se para
analisar o crescimento populacional do
municipio de Gurupi-TO, os modelos
linear, Malthus e Verhulst. As taxas de
crescimento necessarias para 0S
modelos foram calculadas
considerando-se as caracteristicas e
hip6teses béasicas para cada tipo de

modelo.

1.1 A MODELAGEM MATEMATICA E A APLICACAO DOS MODELOS

MATEMATICOS

O desenvolvimento do trabalho
baseou-se, essencialmente na
modelagem matematica como

metodologia. Inicialmente estudou-se o

processo de modelagem matematica,
sua  etapas, caracteristicas e
exemplos. Uma das primeiras

aplicagbes da modelagem matematica
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foi no estudo das populacdes que
aparentemente segue regras
desordenadas.

Na modelagem populacional o
foco principal é o0 estudo do
crescimento de populagbes humanas,
onde se \verifica as taxas de
natalidade, mortalidade, imigracéo,
emigracao de um local, permitindo aos
governantes determinarem 0s recursos
necessarios para o atendimento das
necessidades basicas da populacéo
(LEITE et al, 2011). Fazendo uso
desses dados estatisticos e de uma
adequada modelagem, torna-se
possivel prever as taxas de
crescimento futuras das populacdes
analisadas e desta forma, atuar no
dimensionamento de recursos para
essas populacbes ou no controle
efetivo, caso o0 crescimento seja
descontrolado.

O municipio de Gurupi conta
com trés instituicbes de ensino
superior sendo Universidade Federal
do Tocantins-UFT, Instituto Federal do
Tocantins-IFTO e 0 Centro
Universitario UnirG. Sendo que a UFT
conta com 0S seguintes cursos
ofertados  atualmente  Agronomia,
Quimica Ambiental, Engenharia de
Bioprocesso e Biotecnologia e
Engenharia Florestal, jA o IFTO conta

com o ensino médio integrado na area
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de agronegocio, cursos técnicos e
tecnélogo. A UnirG é uma instituicao
publica municipal que atualmente
conta com varios cursos na area da
saude como medicina, enfermagem,
odontologia entre outros, mas também
possui cursos na area das exatas,
engenharia e educacao.

A maioria dos estudantes que
frequentam essas instituicbes séo de
outros estados com isso mantém uma
grande diversidade cultural, sendo que
uma grande parte desses alunos sao
dos Estados do Maranhdo, Para, e
Goids. Para o IBGE, estudantes
universitarios ndo entram na contagem
populacional do municipio, pois a
maioria ndo possui residéncia propria,
renda, e que quando terminam sua
graduacdo retorna ao estado de
origem.

Dentre as diversas
possibilidades que o tema apresenta,
optou-se pela analise do crescimento
da populacao de Gurupi-TO. Os dados
utilizados foram coletados no Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica -
IBGE. O ano de 2007 foi identificado
como o instante inicial (t=0) e, dessa
forma, o ano de 2014 corresponde a
t=7. Os valores da populacdo do
municipio de Gurupi neste periodo
estdo na Tabela 1 e representado na

Figura 1.
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Tabela 1: Populacdo de Gurupi

ANO TEMPO Populacdo Real
2007 0 71413
2008 1 73548
2009 2 74357
2010 3 76755
2011 4 77655
2012 5 78525
2013 6 81792
2014 7 82762
FONTE: IBGE (2015).
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Figura 1. Populagéo de Gurupi de 2007 a 2014.

FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa

A seguir, sdo apresentados 0s
modelos mateméticos linear, de
Malthus e Verhulst que foram

utilizados. Buscou-se mostrar como, a

1.2 MODELO LINEAR

Para este modelo a suposicéo
basica é que a variagdo do numero
total de individuos é constante, ou
seja, admite-se que o acréscimo (ou
decréscimo) da quantidade de

individuos por unidade de tempo néo

partir da incorporacdo de diferentes
suposicoes, a formulacdo dos modelos

pode evoluir.

varia com o tempo. A expressao geral

para este modelo € dada por:
P=rt+P,

Onde r é a taxa de crescimento,

t € o tempo e P,é a populagéo inicial.

Consideramos P(0) = 71.413, que
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corresponde a populagdo total de da variacdo anual do numero de
Gurupi no ano de 2007. individuos (At =1), conforme Tabela 2
r - AN abaixo.
At

A estimativa da taxa de

crescimento foi feita a partir da média

Tabela 2: Acréscimo anuais do nidmero de individuos

em Gurupi.
Taxa de crescimento (n° de
TEMPO Populacéo Real habitante/ano)

0 71.413 -

1 73.548 2.135
2 74.357 809
3 76.755 2398
4 77.655 900
5 78.525 870
6 81.792 3.267
7 82.762 970

FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.
O valor médio obtido foi de pontos originais apresentados ha
r:@:LGZl Tabela 1.

A Figura 2 mostra o grafico que
representa o Modelo Linear e os

Figura 2: Modelo Linear P =1.621t +71.413 para a populagao de Gurupi.

Modelo Linear

85.000
'S, 80.000

75.000

Populagdo

70.000
0 2 4 6 8

Tempo
FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.

Pode-se observar que o mesmo exploragdo de outros conteudos
resultado pode ser obtido por meio de matematicos correspondentes

progressao aritmeética, possibilitando a
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Entretanto, na utilizacdo da
modelagem matematica de
crescimento populacional, nem sempre
€ permitido supor que a quantidade de
individuos acrescida na populacdo
seja constante. Isso s6 é valido como
suposicdo para um determinado

periodo de tempo ou para uma

1.3 MODELO DE MALTHUS

Este modelo considera como
hipétese béasica que a populacdo
cresce sem qualquer restricdo, nao
admitindo fatores que regulam seu
crescimento, tais como: epidemias,
guerras, fome, entre outros. Supde-se
que o numero total de individuos varia
com o tempo, dependendo da
guantidade presente em cada instante.
Admitindo-se que a taxa de
crescimento é continua, o modelo de
Malthus € descrito por:

P=Pe"

Onde P, é a populacao inicial, r
€ taxa de crescimento e t € o tempo.

Para a determinacdo da taxa de

crescimento r, foram realizados dois
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populacdo em particular. Admitindo-se
gue o numero de individuos que é
acrescido depende, por exemplo, do
tamanho da prépria populacdo, o
modelo linear ndo é o mais adequado.
Serdo apresentados outros modelos
gue  possibilitam  determinar o

crescimento populacional.

procedimentos distintos: uma meédia
das taxas relativas anuais e a taxa
relativa total do periodo conforme a e b
descritos a sequir.

a) Média das taxas

A estimativa da taxa de
crescimento, neste caso, foi feita
considerando-se o crescimento relativo
em cada ano, isto é, comparando-se o
crescimento do numero de individuos
em relacdo & populacdo do ano
anterior.

Neste caso foram calculados
uma taxa por ano, e a taxa foi obtida
considerando-se a média dos
acréscimos relativos no periodo,

conforme mostrado na Tabela 3.
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Tabela 3: Acréscimos relativos anuais do
numero de individuos de Gurupi.

Tempo Populacdo Real

Crescimento Relativo

71413
73548
74357
76755
77655
78525
81792
82762

~Noooh~,WNEO

0,029
0,020
0,024
0,020
0,018
0,022
0,021

FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.

b) Taxa Total

Neste <caso foi obtido o

acréscimo relativo total do periodo por:

AN Nfinal — Ninicial 82762 —-71413

A Figura 3 mostra o grafico do
Modelo de Malthus e os pontos

apresentados na Tabela 1.
=0,1589

Modelo de Malthus

N Ninicial 71413
E a taxa de crescimento
resultante foide r = 01589 =0,023.
85.000
o
’% 80.000
;’_‘ 75.000

70.000

Figura 2. Modelos de Malthus para os casos (a) e (b); (a) representado pela linha
verde e (b) pela linha azul.

FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.

Como o0 modelo exponencial
nao prevé qualquer tipo de inibicdo
para 0 crescimento populacional, o
mesmo pode ndo ser adequado para
representar o que ocorre em muitas
populacbes em longo prazo. Na
maioria das vezes, considera-se que 0

crescimento da populacao é inibido por

algum fator como: falta de espaco,
escassez de alimentagdo, fome,
epidemias. Em outras palavras, pode-
se supor que a taxa de crescimento
populacional diminui com o]
crescimento da populacdo, e que
maxima

existe uma capacidade

sustentavel para essa populagéo.
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1.3 MODELO DE VERHULST

A suposicdo para este modelo é
que a populacdo sofre inibicbes
naturais no seu crescimento, ou seja,
admite-se que a taxa de crescimento
decresce com a populacdo. Neste
modelo, considera-se que ha um nivel
populacional maximo, que descreve a
capacidade suporte do meio. Uma vez
que se atinge este nivel, a populagédo
tende a se estabilizar. Este modelo é
descrito por:

- K.P,
P, +(K—Py)e™

Onde P ¢é o0 numero de

individuos no instante t, K representa a
capacidade suporte do meio, P, é a
populacdo inicial, r € taxa de
crescimento, e t o tempo.

84.000
82.000
80.000
78.000
76.000
74.000

72.000

70000 72000 74000
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Para a obtencdo de um valor
para a capacidade suporte da
populacdo de Gurupi, utilizou-se o
Ford-Walford
(BASSANEZI,2009). Este

supde que, uma vez em equilibrio, a

método de

método

populacdo nao varia mais, ou seja,
P.,, =P . Assim a estimativa para a

capacidade suporte e obtida
relacionando os valores da populagéo
nos instantes t e t+1e a partir dos
pontos obtidos se encontra a reta que
melhor se ajusta aos pontos.

A Figura 4 mostra a reta
ajustada e a equacédo da reta, para a

determinacao de K.

y =0,9579x + 48337

76000 78000 80000 82000 84000

Figura 4: Reta ajustada para P, = f(P,)

FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.

Fazendo a linearizacéao,
obtemos o valor da capacidade

suporte da populacao.

4831,2

=99 194755
(1-0,9579)

A estimativa para taxa de

crescimento r foi feita através dos
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dados obtidos pelo IBGE, e pelo b (K 1)
proprio modelo. Assim sendo, isolando r= —%In P
r no modelo temos que: P(K-PR))
Tabela 4: Estimativa da taxa de
crescimento r.
Tempo Populagéo r
0 71413 -
1 73548 0,0800
2 74357 0,0554
3 76755 0,0679
4 77655 0,0598
5 78525 0,0548
6 81792 0,0682
7 82762 0,0644
FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.
A Tabela 4 apresenta os valores apresenta o valor da populacédo real
de r para cada ano, a partir de 2007. em conjunto com os valores da
O valor médio obtido para todo populacdo obtido pelo Modelo de
o periodo foi de r =0,0644. A Figura 5 Verhulst.
Modelo Verhulst
85000
]
T 80000
;‘: 75000
70000
0 2 4 6 8
Ano
. 8194998815
Figura 5: Modelo de Verhulst P(t) = ara a populagéo de
J ® 71413+ 43342¢ 0% P popuiac
Gurupi.
FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.
2. RESULTADOS OBTIDOS
A tabela 5 apresenta uma calculando a diferenga entre os valores
comparacdo basica para o0s trés apresentados pelo IBGE e os valores
modelos propostos neste trabalho. estimados pelos modelos

Esta comparacdo foi realizada matematicos.
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Tabela 5: Comparacao entre os valores obtidos pelos modelos matematicos e
os valores apresentados pelo IBGE.

|IBGE- |IBGE-
Tempo |IBGE-linear| Malthus]| Verhulst]|
0 0 0 0
1 514 495 413
2 299 373 470
3 478 309 269
4 243 547 455
5 994 1472 1171
6 651 42 548
7 0 979 12
Soma-
Total 3179 4217 3338

FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.

Analisando os dados da Tabela
5, pode-se observar que o0 modelo
matematico que melhor se ajusta aos
dados observados para o crescimento
populacional de Gurupi € o modelo
linear, pois a soma das diferencas foi a
menor entre todos os modelos.

Todavia, é sabido que o
crescimento ilimitado ndo é possivel a
longo prazo, e desta forma pode-se
descartar tanto o modelo de Malthus
guanto o modelo linear nos estudos de
projecbes populacionais futuras (ver
Figura 6). Além disso, na tabela 5

pode ser observado que o erro

Erro (Val.Num) = \/

cometido pelo modelo de Verhulst esta
muito proximo do erro cometido pelo
modelo linear, além de que o modelo
de Verhulst contempla a questdo da
capacidade suporte do meio.

Para demonstrar que realmente
modelos matematicos podem ser
utilizados para estimar a populagédo de
um meio, a tabela 6 abaixo apresenta
o célculo dos erros relativos (globais)
entre os valores obtidos pelos modelos
mateméaticos (Val. Num) e o valor
apresentado pelo IBGE (Val. Exata)

pela férmula:

Y.(Val.Exata — Val. Num)?

Y.(Val. Exata)?
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Figura 6: Estimativas de crescimento a longo prazo utilizando os trés modelos do
trabalho.

FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.

Pode-se observar novamente

(ver tabela 6) que o erro cometido pelo

modelo linear € o menor, porém muito
préximo do modelo de Verhulst.

Nota-se que para

projecbes em curto prazo, todos os

modelos sdo adequados, porém o

modelo linear e 0 modelo de Malthus
ao admitirem crescimento ilimitado da
populacdo mostram ndo serem
apropriados para estimativas a longo

prazo.

Tabela 6: Erros relativos obtidos pelos trés modelos matematicos.

Erro_Linear

Erro_Malthus
0,006562805 0,009052225

Erro_Verhulst
0,007010393

FONTE: Rosa e Cruz, dados da pesquisa.

3. COMENTARIOS FINAIS

A elaboracdo deste trabalho
proporcionou uma visdo ampla sobre o
contexto de dinamica populacional, e
um aprendizado mais completo dos
modelos matematicos. Vale ressaltar
ainda que a modelagem matematica

pode ser utilizada ndo s6 apenas na

dindmica populacional, mas também
em outras areas, pois a mesma traz a
possibilidade de explorar e construir
alguns conceitos matematicos, por
exemplo, o estudo das taxas de

crescimento possibilita a introducéo de
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derivada, a partir da andlise da
variacdo do tamanho da populagéo.
O estudo realizado para o

municipio de Gurupi foi de grande

45

forma, o valor da populagéo para anos
futuro, oferecendo dados para que o
municipio possa se preparar para

planejar o crescimento da populagéo

relevancia, para prever, de certa de forma adequada.
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